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L’ANALYSE DES COMPARAISONS

A PLUSIEURS DEGRES DE LIBERTE
COMME PROLONGEMENT

DES PROCEDURES ELEMENTAIRES

par Bruno LECOUTRE

SUMMARY : The analysis of several degrees of freedom comparisons as
an extension of elementary procedures.

This paper extends to several degrees of freedom comparisons the article
of Hoc (1985), which showed how the analysis of one degree of freedom
comparisons can be viewed as a direct extension of elementary statistical
procedures, descriptive as well as inferential.

Key words : analysis of variance, analysis of comparisons, specific
inference.

INTRODUCTION

Lecoutre (1983) et Hoc (1985) ont illustré la maniére dont
I’analyse de la variance pouvait étre présentée, en ce qui concerne
I'analyse des comparaisons & un degré de liberté, comme un
prolongement direct des procédures élémentaires, tant descriptives
(moyennes, écarts-types) qu’inférentielles (le « I de Student »).
Ces articles pourraient laisser penser qu’'une telle présentation
ne s’applique pas aux comparaisons & plusieurs degrés de liberté,
et que ces derniéres nécessitent le recours & ’analyse de la variance
traditionnelle, avec ses difficultés bien connues, dont le hialus
entre les statistiques considérées (sommes-des-carrés, carrés-
moyens) et les procédures descriptives « naturelles » n’est pas la
moindre. Nous nous proposons de montrer ici qu’il n’en est rien, et
que les mémes principes — dérivation des données pertinentes et
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inférence spécifique (cf. Rouanet et Lecoutre, 1983) — s’appliquent
a toutes les comparaisons, en généralisant encore les procédures
élémentaires, dans le cas de plusieurs degrés de liberté. Ces
principes permettent en outre d’expliciter facilement les condi-
tions de validité des inférences effectuées dans un plan complexe.
Nous les illustrerons ici a4 propos d’un plan de structure
S G * T (« Sujets » emboités dans les « Groupes » G et croisés
avec les « Traitements » T) ; la démarche est 4 valeur générale
pour des facteurs G et T composés quelconques de facteurs élé-
mentaires (méme si nous nous limitons ici 4 un exemple simple
ou G et T sont élémentaires).

EXEMPLES NUMERIQUES

Nous considérerons 4 titre d’illustration un plan S, { G; > * T,;
les données et le tableau traditionnel de ’analyse de la variance
sont présentés dans les tableaux I et II.

TABLEAU 1. — Exemple numérique, plan S, { Gy > » Ty :
données de base el prolocoles dérivés

Numerical example, S, { G; > * T, design : basic data set
and derived protocols

.données protocoles dérivés
de base protocole dérivé par contraste sur T
t1 2 t3 par moyennage sur T ti,t2 t2,t3 t3,t1
s1 [A 2 6 4 .0000 +2 -4 +2
" s2 5 4 6 5.0000 +1 -2 +1
B s3] 4 6 7 5.6667 -2 -1 +3
s4 5 5 7 5.6667 0 ) -2 +2
moyennes 5.0833 +0.2500 =-2.2500 +2.0000
écarts-types—-corrigés 0.7876 1.7078 1.2583 0.8165
s5 1 3 [ 3.3333 -2 -3 +5
2 s6 3 4 4 3.6667 -1 0 +1
& s7| 3 3 7 4.3333 ) -4 +4
s8] 7 2 3 4 ,0000 +5 -1 -4
moyennes 3.8333 +0.5000 =-2.0000 +1.5000
écarts-types-corrigés 0.4303 3.1091 1.8257 4.0415
89 2 5 5 4 .0000 -3 [4] +3
3 s10 6 -2 5 4.3333 +4 -3 -1
8 s11] 3 4 3 3.3333 -1 +1 0
812 3 3 7 .4.3333 0 -4 +4
moyennes ' 4.0000 (7] -1.5000 +1.5000

écarts-types-corrigés 0.4714 2.9439 2.3805 2.3805
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TaBreau II. — Tableau lraditionnel de [lanalyse de la
variance

Traditional Anova table

Comparaison d.1l. somme-des—carreés carré-moyen Rapport F
G Y 11.0556 5.5278 5.3783
S(G) 9 9.2500 1.0278
z 2 26.0556 13.0278 4.3028
G.T 4 0.7778 0.1944 0.0642
s(G).T 1 54.5000 3.0278

Comparaison G

I.a démarche généralise celle que 'on suivrait si le facteur G
n’avait que deux modalités. On considére les moyennes et les
écarts-types-corrigés du protocole dérivé par moyennage sur T
(voir tableau I). L’étape essentielle consiste ensuite & caracté-
riser numériquement la grandeur de Ueffet observé de la com- |
paraison G. Il apparait naturel pour cela de partir des effets
des trois comparaisons partielles (a 1 d.1.) g, g5, 93, 95 €t g5, 1
qui opposent les groupes deux a deux, c’est-a-dire des trois

différences :
d1» 9o : 5,0833 — 3,8333 = -+ 1,2500
Js, g3 : 3,8333 — 4,0000 = — 1,6667
Js, g; - 4,0000 — 5,0833 = — 1,0833.

Un indicaleur numérique de la grandeur de I'effet de la com-
paraison G est fourni par la moyenne quadratique (i.e. la racine-
carrée de la moyenne des carrés des valeurs) de ces trois effets
partiels, soit :

; J1,25002 + 0,16672 + 1,08332
= 3

— 0,9598.

On retient également la moyenne quadratique des écarts-
types-corrigés de chacun des trois groupes, le modele usuel
(« équivarié ») postulant I'homogénéité des trois écarts-types
parents :

JO,78762 + 0,4303% + 0,47142
S —
3

— 0,5853.
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S’il n’y avait que deux groupes, on serait ramené au pro-
bléme élémentaire de la comparaison de deux groupes indépen-
dants, et on pourrait utiliser un « # de Student », basé sur la
différence d entre les deux groupes et sur l'écart-type intra-
groupes s (lequel prendrait alors, sans changement pour la for-
mule, soit la valeur précédente, soit la valeur calculée & partir
seulement des deux groupes considérés ; nous y reviendrons dans
la conclusion).

d (+1) (=1 1

1
avec k = 4 =
s\ k 4 + 4 4 4

I = =

1
2

(o + 1 et — 1 sont les coefficients du contraste entre les groupes
et 4 est le nombre de sujets par groupe) dont le carré F = #2
n’est autre que le rapport F de ’analyse de la variance entre le
carré-moyen « inter » et le carré-moyen « intra ».

Pour plusieurs groupes, la solution peut étre calquée sur le
cas précédent et le rapport F traditionnel du tableau II peut
étre obtenu, & partir de [ et s, sous la forme

l 2
F = [ ] = 5,3783.
sNk

Comparaison T

La démarche généralise celle que I’on suivrait si le facteur T
n’avait que deux modalités. On considére les moyennes et les
écarts-types-corrigés des protocoles dérivés par coniraste sur T
correspondant & chacune des trois comparaisons partielles (a
1 dl) 4,1, &,,1; et I;,f qui opposent les traitements deux a
deux. Ces protocoles associent 4 chaque sujet sa différence
observée pour les deux traitements considérés (voir tableau I).
Les moyennes générales de ces trois protocoles sont les trois
effets partiels respectifs (ou différences moyennes entre les paires
de traitements) :

L.l (+ 0,25 + 050 4 0,00)/3 — + 0,2500
ty, 15 : (— 2,256 — 2,00 — 1,50)/3 = — 1,9167
ty, & 1 (+ 2,00 + 1,50 + 1,50)/3 — + 1,6667.
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Un indicateur numérique de la grandeur de l'effet de la
comparaison T est ici encore fourni par la moyenne quadratique
de ces trois effets partiels, soit :

, J0,2500= + 1,91672 + 1,66672

3 — 1,4735.

On retient également la moyenne quadratique des écarts-
types-corrigés de chacun des trois groupes et de chacun des
trois protocoles dérivés, le modéle usuel en analyse de la variance
« univariée » postulant I’homogénéité des neuf écarts-types
parents : on retrouve sous cette forme explicite la condilion de
circularité (4 I'intérieur de chaque groupe) introduite par Rouanet
et Lépine (1970), qui assure la validité du test & dans un plan
« & mesures répétées » (cf. Kirk, 1982) :

1,70782 + 3,10912 e 2,38052
s = J . * + i = 2,4608.

3

S’il n'y avait que deux traitements, on serait ramené au
probléme élémentaire de l'inférence sur la moyenne générale d’un
plan S ¢ G > et on pourrait utiliser un « { de Student », basé sur
la moyenne m des différences entre les deux traitements et sur
I’écart-type intragroupes s de ces différences (lequel, comme
précédemment, prendrait alors, sans changement pour la for-
mule, soit la valeur précédente, soit la valeur calculée & partir
seulement des deux traitements considérés)

m 1
— avec k = —
k

12

(o 12 est le nombre total de sujets)

! =

S

ou, son carré F = #2 (rapport F' de I'analyse de la variance).

Pour plusieurs traitements, la solution peut étre calgquée sur
le cas précédent et le rapport F traditionnel peut étre obtenu, a
partir de [ et s, sous la forme

[ 2
F = [ _] = 4,3028.
s k
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Comparaison G.T (inferaction entre G el T)

La démarche combine celle suivie pour les deux compa-
raisons G et T. On considére les mémes protocoles dérivés que
pour la comparaison T et on construit I'indicateur de la grandeur
de I'effet observé de la comparaison G.T & partir des neuf effets
d’interaction partiels (& 1 d.l.), c’est-a-dire A partir des neuf
différences de différences :

91> g2 b, &y 2 (4 0,25) — (+ 0,50) = — 0,2500

)
92, 9s- 4, 1 : (+ 0,50) — ( 0,00) = + 0,5000
Gs, g1- L.t (1 0,00) — (+ 0,25) = — 0,2500
915> 92 Iy, 13 : (— 2,25) — (— 2,00) = — 0,2500
gs> 9s- I3, I3 : (— 2,00) — (— 1,50) = — 0,5000
92> 91- I3, €5 1 (— 1,50) — (— 2,25) = + 0,7500
91> ga- 3, 4y 2 (+ 2,00) — (+ 1,50) = 4 0,5000
92, 93- 83, 1 : (4 1,80) — (+ 1,50) = 0,0000
gs> g1- 83, 4, : (4 1,50) — (+ 2,00) = + 0,5000.

Un indicateur numérique de la grandeur de l'effet de la
comparaison T est fourni par la moyenne quadratique de ces
neuf effets partiels, soit :

0,2500% + 0,50002 -+ ... + 0,50002

[ = 3

= 0,4410.

Le rapport F' traditionnel peut encore étre obtenu sous la
forme

l 2
F = =| = 0,0642
[8\/ k]
avec s = 2,4608 comme pour la comparaison T (on utilise les
mémes protocoles dérivés) et k = 1/2 comme pour la compa-

raison G (il s’agit cette fois, pour ces protocoles dérivés, de
comparer les groupes entre eux).

CONCLUSION

L’analyse des comparaisons a plusieurs degrés de liberté,
telle que nous venons de l'illustrer, repose sur la notion de
conlrasles privilégiés, qui sont les contrastes que 1'on choisirait
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pour une comparaison du méme type & un seul degré de liberté.
L’analyse est directement calquée sur celle de ces contrastes privi-
légiés ; simplement I'inférence ne porte plus sur une combinaison
linéaire de moyennes, mais sur une combinaison quadratique.

La principale difficulté introduite par rapport a I’analyse
d’'un contraste est la construction d’un indicateur approprié de
la grandeur de chaque effet examiné. Bien plus qu’une difficulté
technique, on verra l4 une exigence méthodologique, qui est de
rechercher une conclusion sur ['importance de chaque effet
examiné (le fait que 'analyse de la variance traditionnelle élude
cette question est & I'évidence la manifestation de son insuffi-
sance).

Dans le cas équilibré, des solutions « standard » (que nous
avons utilisées ici) peuvent étre obtenues (cf. Lecoutre, 1986),
en prenant la moyenne quadralique (équipondérée) des effefs
partiels des contrastes privilégiés. Dans le cas non équilibré, la
difficulté supplémentaire est de choisir pour cette moyenne une
pondération appropriée.

Ces effets partiels se définissent en général naturellement, a
partir de conventions largement répandues (et dont on pourrait
aisément changer) : différence de moyenne, différence de diffé-
rences de moyennes (pour une interaction simple), etc. Bien
entendu les carrés des effets partiels ainsi définis sont propor-
tionnels aux sommes-des-carrés (partielles) traditionnelles en
analyse de la variance ; mais on sait que ces derniéres sont pro-
portionnelles aux nombres d’observations (effectifs des groupes
et nombre de traitements), donc ne peuvent étre utilisées comme
statistique descriptive pour traduire I'importance (absolue) d’un
effet.

Quant au moyennage quadratique, c’est celui de l’analyse
de la variance usuelle (on ajoute les sommes-des-carrés), qui,
comme on le sait, jouit de bonnes propriétés mathématiques.

Par cette approche, apparaissent clairement, dés l’analyse
descriptive les choix méthodologiques qui conditionnent les pro-
cédures inférentielles.

Ainsi nous avons évoqué précédemment, pour une compa-
raison partielle sur les groupes G, la possibilité de faire intervenir
seulement les groupes pertinents, ou au contraire I’ensemble des
groupes pour calculer I'écart-type-corrigé intragroupe ; ce choix
correspond en fait & deux rapports F différents (qui, dans le
programme VAR;, sont respectivement dénommés F, et F,
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cf. Rouanet et Lépine, 1977). 1l en est de méme pour une compa-
raison partielle sur T (dans le programme vAR,;, les deux rap-
ports F correspondants sont dénommés F’ et F’’). D’ola quatre
possibilités si on combine ces deux éventualités. Les procédures
de calcul et les suppositions sous-jacentes de ces différents choix
sont ici faciles & comprendre.

Par ailleurs, pour une comparaison a plusieurs degrés de
liberté sur les traitements T, la dérivation ameéne a définir
plusieurs protocoles dérivés numériques. Le fait de retenir sim-
plement la moyenne quadratique des effets correspondants, et de
ne pas tenir compte des covariances entre ces différents proto-
coles conditionne déja le recours a des procédures inférentielles,
qui sont liées 4 la condition de circularité et sont celles considé-
rées en analyse de la variance « univariée ». Le choix effectué
apparait également clairement ici : le recours 4 des méthodes
« multivariées » (qui sortent du cadre de cet article) supposerait,
deés le niveau descriptif, une autre caractérisation de la grandeur
de l'effet.

Techniquement, en se limitant ici aux procédures « univa-
riées », on retiendra simplement que les statistiques descriptives
pertinentes que 1'on considére en Analyse des Comparaisons sont
proportionnelles aux racines-carrées (pour étre dans I'unité de la
variable) des sommmes-des-carrés (ou carrés-moyens) tradition-
nelles : mais elles permettent une interprétation directe en termes
d’importance des effets considérés (pour plus de détails,
cf. Lecoutre, 1984 g et 1986).

Bien entendu, il s’agira ensuite de chercher 4 prolonger induc-
tivement les conclusions descriptives sur I'importance des effets.
Si on se contente, comme on le fait traditionnellement, d’utiliser
les rapports F' de I'analyse de la variance, pour procéder 4 un
test de signification, on peut seulement conclure (si le résultat
est significatif) & U'exislience de l'effet examiné. En revanche, et
comme pour les comparaisons 4 un degré de liberté, les procédures
fiducio-bayésiennes prolongent, conceptuellement et technique-
ment, les tests de signification (cf. Lecoutre, 1984 b, 1985), et
permettent des conclusions sur 'importance de I'effet. Leur mise
en ceuvre informatique est désormais aisée (Poitevineau et
Lecoutre, 1986), mais nécessite, pour un effet & plusieurs degrés
de liberté, un approfondissement de la réflexion méthodologique,
notamment si 'on veut conclure au caractére nolable d’un tel
effet (cf. Lecoutre, 1984 a, 1986).
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RESUME

La présente note généralise aux comparaisons a plusieurs degrés de
liberté DParticle de Hoc (1985), qui montrait comment ’analyse des compa-
raisons a un degré de liberté peut étre regardée comme un prolongement
direct des procédures statistiques élémentaires, tant descriptives qu’infé-
rentielles.

Mots clés : analyse de la variance, analyse des comparaisons, inférence

spécifique.
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