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THERE    1§   BE-TËè   fiîtl[!   ËËTfi

Br.Lim]   LE[ûUTRE   and   JaEquE±`s   F.ÜFJËvll.lEË!j
@!.-ŒupË   i'!athÉmEi.tique.=   E+-   F`s}'chælDgiE

.    C.iü.R.§.    -~    Li.ïiD     IÏÜI

LjnivEr5itÉ   RE.nÉ   Dè=-.sEËrte5
1Ï   rLie   Eujas,    75{J!:!5   F`aris

i.     fi   gimp]`Ë   c=ŒmFêu-kéki;iŒm    F-c]LttiriË?
ThE     ËË}.tJ.Ë!Ëië.ri     Ë}itEnsiæn5     of      the     a.naFf5i5     Bf        varianEÊ      irivol\Jg   5gï/Eral

prŒbËbilit¥   distribijtiï]n5   that   h.Î.tt'E   nŒt        bË~Eîn   æ,¥tEn5itfEly   invE3Etiç!atËîd   at   the
pFe5Ënt         tifïiE    {Ë;æË      LEcc}LitrE,       i9æ43.          Fœr   pr.actiEal      a.F.E]licatiæn-3      ia!E      have
u.ndEréëj.:eî~t          tœ         FirŒgram          thËËæ      dist.ribL!tiœn.Ë       Œn    EIË£trœriiE   EœmF3Li.tgrEÎ,       È!!E
È.!il],   cænEidÊsr-hgr-æ   t-hE        EufflulativE   functic!{i   Df   thæ   "psi-5quarE"   distribLitiŒri.
T!ig   p.=i---Ëqua.r.E   distr3..b!j.tiŒri      E:.;tgrids   bæth      th£   ËlaE5ical   Ët:udE3ritJ5         t   aiid   thE
nürr-cæ{~3tr.ËI          Ehi-Ëqi..iËirË      diEtribLitic}n5       [-sææ      LgEœL!trE,198lË          Ë:æuanEÈ   and
LEËœuti.Ë,    1¥a=.;    LE[t]§jtr.Ë,    F7æ.5}    a.r!d   [a.n   br=   i=haraï=tËr.iîEÉ   a5   fŒllŒ{i5:

--,,..-...---------- _ - _
1n5Ert   [lef initiæn

lt   might   EÏË   thc3L{g}it   that   Ëv-alua.ting   F{}:}    fr.cim   an    inEœ.ffiplËtE   BË5ta   Ï-LmEtiüri    is
Ë         Ëi!T!p!.E         rŒ!|tiilgË         cœffiputatiæn.       YEt   Bur.    in\.-ËstiËaticins   ha-¥`æ   quiri::3.}f   Ëhæil+ir!
t.h`3`t   t[`iEræ   8.r.e   5eriË}!`{`=   ciifiiELi.1tiËâ       in         thE      u.sE   of         thE   5tand`3.!..c!    librariæs
curf`Ërti:1ÏJ    a.`.-,JailÈ].Éiæ    in       Ï.I.Fï.[-aE.         {=œiTipLiÈatii]n       cËritr.E       c3f        thE      Ï.i-düF;:.§Œ     ii-!

ür`EËt*` )  ,

2.    F.i.rEst    Èr~æüblEc_
Fr-Dffi    tLig       f irEiç   }-.E-3ult.Î+jæ      nœ.±iEEd   Ë,c3me   5Ëir.iæLi5       abnï]î`iTial    fLinc±ilïr!ings    ËîtJE;-!

tE!r    tr!g   Fië.:.î-.tic{|lâr   E.3ïâE   .aa   =   €:}Ï       E€hËrp=    the   prüE;Ë..biliti€=.s    F{:{-!        arE   Eib-!€airiE.±   Lt:+-`
a   5iïiqJ.g   ËËt`!l    tü         t`iE    !rjEc]mpl£t;E         £iËta   f!|ni.=tic]n.       üf   Eæijr.=.i3ç    thË   pr`ÏiblEiî!   æi-Lït
iijc}iT5Ë    i{|    tr!g   tË£.nærÉü    ca.5æ   i.`!hËï-'.ç±   ïriuïtiF!ïE?   [aïl5    ë.rË   nËËEÏËirja        ËŒ   æËÎ      tü.ErEÎ    læ.j    tæ

Er.}fïê!]Ëiî`Îr:       {ÏhE.          iri{:æfii3lE1:E       Ëgta       rc::utirîE5          Bf    t+!Ë       at¥'ailabiæ       iibrîî.i`iæ.3     {i`jÊ!5,
lËir+.ÊÎËF'.        ËÎ.n±    1ï15L}.    iiéË    triËn   di5cŒ..t.'ErËd   pu=zlin€!       ræsi.ii+-rÉï       i#hich   drjî.!TiÊiti[aïl:`.-.
•v.ic}lEÉt.æ          trHg   iijËll    i::itï'tin    p]..æpËr-tiæg   ç]i    tr!æ   £ÏËèÉ!    Ïun=+jicinæ     l.n    Ë}art3.,ELda!`    it    t.3=É`Ë`

ri,±È    alÈ*a.`Ï:-Ë    t!iE   [.±=g=    ±hë.t    tiiE   pmÈïa.bilit.iE.s,           aË   E;{pgctædî     laïj   bætttiËËrè.  {:J   a.rid    }.
Ëmd   t.;+=rË   ïf!Eznot;.DSiD!15    fLâiiEtirjri   of    thE   Fia.ra€p.ætEr.ç=~.       iï5   ari          iil[.i=i:!-.atiæn       t3blg    i
r=Li"ij=Ï        tïiit;!--i    si;..;   dtir=j.!iiËl           plÉ5.[E-=Ï    5!jŒigi   prïÈtjabilit-iEË    r.Estur.-nE5d    b±f.    thE    rc5iËtiriËË

Ëi.:!1ËL`!E           i:r.jçiB:!,        Ë!DT.-l;        {IË;ï+E:ËF`},        arid           FiÉËETÊ     !:iiisL}.           £æfflpu€a€iBr!    !.:imË     i:iii

rr!iciT|.ËÉ=Ec}r.:d=}         i5    É.ri]iEëgt.Ëîd       irt       parÊ3nth.Î±si's        œ        lhæ       p.ar.atïiË?tgrs       i3f        thë   [t5Et€Ï
di=.£.ribul:ign    ËiLr.E    FëïJ1{:l}         a.rid    q     {`ï-`a!.-.iÉ±};        }{    dænætc3Ë.    t+iæ    `-falLiæ    Ûf    ±r2E    '*-Êir-iaiblË.

r.±Ë3Ed}æ55       t.a       saïÈJ-:         thæ    rŒutir`Ë   er.rc!i`   crjrJE3Ë        iridiEéS.tgd          €:-'t.`+=.r.;t3.t.hirig          {jïa.=       Ëil

ricjht,          ËVEn       in    thE   wür.r=t   [aËàæ5    {thi=   r.æïiTiar-k   appliæ=.   thræL!Ëhæ:|t    th€i3   tE!.:t.`.

TabiE   i

[-i:Ëm,ËH`k:    E=,inEe    triat       €iriïË,       15(.li£iLIE   ha5   b£gri       cDrrEüctæd     {i`.ÉAæ   mÉàrk    il}        and    riE!w

5{|ccç3ç;si\.'.Ë3.t+.           rË3€Lij.rL±:            (:}.t:iÉiÉîr].-+`€            {:}.5355Ï4Ï             1.!:}ü(:`!i:}{:}!:}Ï         Ëi:C.     E!ut    ÈrüblE}ii`!Ë

Ëtil,i    ï..Ëi-nairi     {5gæ    la.tE}!-}  ,

!ÏpB.rt         ir.ç]!ri      thE   dj.fi.Ëræncg5      t;gtüjEËr`      thæ      ræutinE5,       5cj`mæ   ab!iDrmial   `falL!Ës
ca.n   bE         E.r=Ën          {Ë`¥.en    if      5t]mE   r€5Lilt.5   aiTË      tÀ!ithin   thË   prËEisiœn   5pæcif iæd       in
t!iE   notiEg   -      fŒLm   diËi`=â          fœr-.   E{.:liËrjE          for    in5tancE.!.     In   EoiTiæ   EircumË.tæ.n`=E`59
thg   prECËædirig    ri=.=u.1ts   cÇÏL!.lti   bÉ.=          Ëuff jË=iËnt;'       but5    g.Ë.    in   ŒÜ.r   cÉ!..=Ë   whgrËê    t:hœËË
rE5LilJi;5    !.jæi`Ë-iriLËriTiEdiii*Ë    cc}n!Fiut:ai.iir.r!E.:     t;hg    ËumiJüa.tËd    `.`E.r.r.cjr'Ë"    qLtiE!::ï:,`'    .Î.Ëad    tæ

Lijiuç5ëEig    f inal    !~ËËç:u.1tsû



-.Ï--

lJn    t+i}Ë   c}tïiËr   hartt39          ç4ç£   c]ï].bai!iE€.j   5atiËi,::éEL-i=r.}f   rEç5üit.5      with   a   rï}utir!æ   EaïlËd

ËEï,q      bë:çL:=.Egij   uDi]ri       ê:-.n       aJ.gDrithffi   b-.y      £iËLjumdær       and    E!h.3.ttacharjEE    {i97=ï}        {which
i'±q          -âiJrprinsinç!i:¥',          9ivEri         a5         refErær!E'æ      in      tiiË   ïtjF?.æ   dc}=t.ui}Ëntatiœn   abrüilt
Ë{:iiEi[!Ë}  :     c:f    F.c]itEË`.,.. ir}gËijl31985.

ThE   outpilt5   c}f      thiE.      rc}utinË   iær     thE     PrEcææding      EThamplË5     ar-e     giï+En      in
tEàbiE   2.

TablË  2

/

=.   EEiting  t¢ærËæ
ii!hËri    thE3   i3aramætË!.`5   arE   laï-.gE    {1}           {iœEa    g;.:cgEd   a   limit   Ehæ5Eri   by   thË   u5er}

thE   f irçs.{   `tJEr5iæn   ËETfi     L!.EEd         thg      saffiË      appmxiiïiatiŒns   a.=         thcisE   ûf   BrjTri;   a
[hi-5qil,3rg      apprË3:J:imËtiœn      Ë.nd,       Pa55iblyï       a   5uÈ5sEqiJ.Ën±   nc}rmal   aFFræ`Æimatic3na
Thær+       in   caËE5   t+!hær-g   apprc}i.{iiïiatiûr!.3   5tandï       again   ba.d      +TE5ult5      ŒCEur!`Ëd.       Iri
a   5EEond      v-Ër.5iûnï       tSE   Übi;airiEd   aF]F}r.æ;r.:iiT!aéiæns   æhiEh    lc}Bi;:Ed   gc]od   b:ïf      u5imï   thE
ffiæthf]d      Qitfæri   bv   F`Eizær   3.nd   F'raf[t    {19É8}.

{n      i;Ê.blE   =.         are        5hrjïjn      5cjii?.Ë         impDr.tant      dË¥iËtiE]n5         E!{hibi£Ed         by   t+iË:
aF3prc]:.;iiiiatit]riË   c]f    EiËlïi; ü

Tablæ   .¥f

ThE       f ir.Ë3t   Eüluim    {BETft}       ç;hï}{.|tiç5    thE   rEç=ults      ç}btiËingç!   wiéhcïu`g   a.pFiî-.c}:.iiiïië.tiŒnâ
whiËh   .=Ê3!`..¥`.æ   a5   a   rEfgr`æriEE   tû   i+j:-!ich   œtriær   rEsult:5   arÊ   {=Dfripar-æd       {Ë}Î    thE   t+iird
EÏ3lLm     iËHÏF`:.j,        &iit;-{    ïJi.ilïJ   Œr[g   æntr`¥.,        pE{`miÈ-=    tt]   EhËËEç::    thæ    tÈ+j'c}       i.c!iütir!Ës    a.ç!r.Eg
whEri    nc}    aFipï--æ;.{ifi.5atjËris3    æ.rE   u5Ec3.

ilJ5   EË!.ri    bË   E-Ëænt        ËEÏ#    appr.ÎÏ:.:iii3Ë5tim5    Ëi.-'Ë5   `+,JË!i¥       ElææË3     {!}        tc}    thE5    .3rî3fErEnEa"

{ü!E   ErisL!.rE±      {*Êï   didn`È    rLm    t[¢ic.æ   ti-{g   r#ut[inE      t*ith£ïilt       ëppr.æ;`€iiTiatiE]n5Î    èEtLi.Ëll¥-
diffÊ?rgnEE5   apç3Ë.aï-.   Ë&ftÊr-thæ   7£h   digitLj       téjhil3   thc}5E   c}f   BÏ.ÎïFi.   ËH-.Ë   EiurFri5inËl¥
difiE'rær§tî          {j.{:iî3           üLiïï          !:i.iéÈ         ËÈræ      r5aE`t±lf         riç3gligiE}ïË         dËvia.tiün'±       f.3r`

p r-.irb ab i 1 i Ë i Ë = !

For      Ë{:!lË;!=JË    {Nfiæ   F!a.r.i..:    .!.1}j        iüéE   al5B   næti=Ëç!       tha±    tiiË3   aFip"!`:i!Tôa.tiün5   EEgm    tB
E}8    lE`Ë5   F!rÉ=Ei-=g    {Ë5pæciall}..   ii3hgn   pËr`rË.iTiËt.Ër'Ë.   Ëïii   `,,`EJr:tJ   cüffErËrttL

E;{Êi+ipiE5   aâ-'Ë   [rji.'ïJgr`    jm       taf]lE`   Jï       {!iEræ      Ëçi3in    t.hË   iir.5t   Eüluffir]       E=`Er-tjE      a.=.   the
rË i: t= }-` æ n c E3 }  .

ï.Ë.blE   4

FBr.          iiï€BLËTÉÏ          thg          cæœT!riijLtati:Jr!          tigiEi5          1Êît          ær!æ          thirii::          ths=rË       iË       riû

appih.æ;{i!iïËnitiEri    Êi.it    -3.11     {ï..æ=.ult5          f!=Üt    triæ   E3.:f*H!ÏiEE          Ûi    tablrLjE.   .3   arid    4    ar.æ   Elri=.g

tæ       tht]'=æ   æf          ËE.l.&}.           But     £iï=    r.i=.5LiJLt5      ,   àrg       m]i:       Eün\r.ii.tî=in;Ë   tsjhËÊr.   ;H_3.ramËttï=r`à=
bECEi!itE    `¥'Ëf-.'-y.     la.rEiEà£  oæ      {`â€-Ë    taËJ±æ     i}.

-lh-g          ËË.ipE           fLirîï-±iŒn           =`i!,ËF,rc:.=ir:T2Ji!           {writ+:En           iri          FLIFï!-F-:Éi-{       77}            f`iË5   i3EË3ri

iii!PIEiTiEnted    in          thg      gEri+=ra.11iLîrai`:tï   œï.       [aï`F`!n£aE.           {amJ          g.i5c}   t;rii=   r.i5ütinË
F'5Iïü,           F'.5î=ç        !'5Iïlç        !.!hi=!.-!    r.Ë€5Ï-EEtit7El`,p   Eæ±iputg       thæ   FjsÉ.i-5riLiËr-Ë    Pi-.ciÈ;iiïE!ïîj.+t.ï'

dË3risit:Ï-`,        thË   p.=i-~srii{ËrE      rii'±€rib§|.±.iç3r:       -Ëij.r!ctiEzriç       ar!d    it=    in\t.ærïË.}.



FtËFEEî:EhiE:E,Ë

LiuiguEs,       J»-L.        {19Ë=..}       -r`ïœtE.         sLn-1Ë         calc=Lil          r±æ       ia      di5tî-.ibui;iE3n   dLi

psi-dËLi}{.    Fari5:    Ërc]upg   HathématiËug5   Ët   P5¥c:hælœç!iLa    {L!npubiiEhEd}  Æ

LEEt]!|trœ,       £+.        {igæi}       -      Eï€tEn5iciri5            dE             }.`anÊàltJ=E            dæ            la      tfariË.riii.=€
1  'anai¥E;Ë           bav.±ç5iEnrie           dE5      EümparaiËœnË5a         iia+ÏhÉmatiqLiËE        Et      £cieii[EË
HL!.fnai!iE.Ë,    7Î,    4P-è9.

LE[Üutr-Eç    E!.     {1gE4}    -L'finÈ.1ïEE   BayéE:.iEnnE      üE5      [DmpËki-.aisænË.       LillE:    F'rE-=.5æEi
UnivÊi..Ëit.airgË   dË   LiliE.

LE=œutrËË.       Ë.        {1985}       -      F€Ëcc!riE=.idËra`tion   Qf      thæ   F   gË5t      Bf      ths      arial5r's3.5   æf
vaF.i3.nEEÏ          ThE            çiæiTii-ba_`"=çîian         sirjnif icar!i=Ë         te5t.          C;œfr3mLmÉc:atici§is       iri
5tatiËtics]   ThijEc!rï-and   Fiethc]É5,    1Ë,   £437-Ï44à.

r,

mæ_`iLi#i!±Erç        E{:,L„        Ëa.ttËchiî£rjEËÏ        Ë;.F`.        {1ç'Ï=,}        -       Thæ                    iHc=œffiplEtEE                 ËE€a
intæç!r-ËÈ1.    ËlgBri-±hfri   fi56=.    #pF}liEd   £tËti5éics3    Ï£,    4rjt;!--41i.

F`ËÉ.zErï       Ei.B.,       F`rattT       jal#.        {1Îà8}       -      fl               nïJrffial                aF}prŒ}{iiï!at3.cnl             fc#`
Ëinæiriial{         FÎ         g.Eta        and     æthgr        €rjmmünî         rglatEd        tail      Fr.ŒbabilitiæË-
intËgr.alE          t~Tcïitrnêil            œf          .±hE         F.ima{.`ical         Ët-Ëti5tical          #E=.c}EiatÉqri,       6=*
1 4 1 é - i 4. :5 ,£ .

F'ÜitE±tïj.nEË!.!j3       J.        {.ipË5!       -       11    y   a   b.ëta      Et       bÈta       {c]u   fq!Ëæ3        If'1E:`L,     €Ë;#î   E.£    læs
âutrËEL   [IR[E   lntËrfacË,   É7ç   Ï34l~Ï34Ï.

F:ÜLiariËt,       H„       LEËÛLitfTæ3       Ëg        {19E.3}       -      5pËcif i.       3'.riT-£.}-.g}ir.Ë          in      Ëir-j[i!çjfiï    Fmm
siç!niï-i!=é§.iicËË              tËsts          tœ          Ë.3.:±fE`Ëian          prEn=ËdLi.rE3£.           ËritiËh          t3Ï]Lii.r-iâl           f]f
ÎiathEfftatical   and   StatiE.ticaï   F5y.Ehi3l[5Ç!}',    =:É,    =:5Ï.-±Éæ.

FÜŒÏÊüŒTEË

i:i}       E`y-En    ±.f    lar.c!E   valLi.æ=|   Ean    EËæm   tü   bg          rar-E.    in    FrEicti[83        i:hæ.;¥..   iT!a`:tf..   c}=E!r`

duSlng      t.hË   Ec]iiipuËati£=n   Ûf      thB   pç=i-.'squa,r.a         di-àtriÉL!.tic}n   i!LinEtiûri¥    ËincË      tiÊ!
Ë!lqûritiiîn               i!itï.Ü1.-,'ES              5uCCE55i+ï.Ea              ËË+=.ta           Œig.tl.-ibutiE!ri5           {+5j.th        iriErË±Éi5i  ^!CÊ

pai:a.fi-iEtËr5.           thE:`'      ËIËœ      can   bË       fûurid    in       thË   ï=aËE   Ë}i    Ë`3.:¥JËçjiËiri       irîEgE`-Ën[E    ];!
fr-Ë-.qi.iEriEiËË.

£=}    fi   =tiiïiFIE   nærff!al    .=`FprŒ;.:imatiæri   ç3ivËE    .Ë.±1iï    {fc3r   alr   r..3;*s   c}f   Ëæ!+ï-.5E;.



If  %  is   distributed  Ép„(a,Ip)   (p-variate  ±  distribution

with   q  =p   degrees   of  freedomg   centred  around  a   and   of  unit

scale  matrix   lp)   then   the   variable   Ü2  =%'%   has   a   psi-square

distribution  with   p   and   q  degrees   of  freedom   and  with

eccentrjcjty   a2  =aîa9   Whfëh   We   denote   V2   ~   vô,qta2,.

Hence   the   i.mmediate   properties   (symboli.cally  written):

Vô,œ(a2)   =   xÔ(a2)         (nonncentral    chi-square   distribution)

V;,q(0)      =   PFp„          (central   F   distribut.ion)

From   the   density   functi.on   p(v2)   of  the   psi-square   dist`r.ibuti.on,

we   can  write   its   cumulati.ve   distribution   function   as   a  mixture   of

usual    incomplete   Beta   integrals   (see   Guigues,1982):

+œ

Ftxj   =   ,  ptv2,rdü2   =  jEocjj_ytj+¥,j+2]

1with  cj   =  ïT
r(j+Ë,

r(Ë,
(#)Z(î:2F).,

Xy = F2ix

`'.'here  fy(j+Ëw.+-2)     is   the   usual    incomplete   Bet8.   iritegrai

DEF l i i l T I O:t



!{=.I,      tï=E'(j
;t=..?,      q=it:)ti
}t=t=,      q=i*i(:]
;{=. 5      q=Ït:)t:!tj

i     ;{=.=.       q=lt:lt:ii:!ij

ÏftËLE   i

i       Œ==t:i

t=.i       q=,ç,t:i

Ë{jlBÏIE        {Ï..jfi[i!      i     E!DÏF[    {ïËf.1-5.5F`}      !    i`!rlËETË.    {Ii15L!
EEEEEEEEE+--~_--_-------

ï=,aü6É,ÎË¥    {3Ïïj
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